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Siete familiari con i seguenti concetti di teoria dei gruppi?
gruppo, gruppo di permutazioni, orbita, stabilizzatore

» Clicca qui per le definizioni di base
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Identita miste

|dentita miste

G, un gruppo.
Possiamo scrivere “parole” con variabili e costanti v,v1,72, - € G:

—-1_-1 2
ryr vy o, T2Y2T27Y121, z
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Identita miste

|dentita miste

G, un gruppo.
Possiamo scrivere “parole” con variabili e costanti v,v1,72,- - € G:
—1,.-1 2
YT -y o, T272X271%1, z
Una parola é una identita mista se in qualsiasi sostutuzione delle
variabili con elementi di G otteniamo 1:

YV (x’yx_lv_l =1), Vi, xg (Toy2meyizy = 1), YV (:U2 =1).
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Identita miste

|dentita miste

G, un gruppo.
Possiamo scrivere “parole” con variabili e costanti v,v1,72,- - € G:
—1,.-1 2
YT -y o, T2Y2X271%1, T
Una parola é una identita mista se in qualsiasi sostutuzione delle
variabili con elementi di G otteniamo 1:

YV (x’yx_lv_l =1), Vi, xg (Toy2meyizy = 1), YV (:U2 =1).

@ Indentita miste sono un modo di parlare della struttura di G.
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Identita miste

|dentita miste

G, un gruppo.
Possiamo scrivere “parole” con variabili e costanti v,v1,72, - € G:
-1, -1 2
YT -y o, T272X271%1, z
Una parola é una identita mista se in qualsiasi sostutuzione delle

variabili con elementi di G otteniamo 1:

Vo (zyz~ 'y = 1), Va1, (z2y2r27171 = 1), Vr (z2 =1).

@ Indentita miste sono un modo di parlare della struttura di G.

Definizione (Identita mista)

Una parola con costanti w in r variabili &

w(Ty, ..., Tp) = ’an‘LEn;”Vn 135:8: 1; '7190;8))70

dove peri <mn, v; € G, €(i) € {—1,1}, e (i) € {1,...,7}.
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Identita miste

ldentitd miste
G, un gruppo.
Possiamo scrivere “parole” con variabili e costanti v,v1,72, - € G:
zyz Tty T2Y2L2Y121, a?

Una parola é una identita mista se in qualsiasi sostutuzione delle
variabili con elementi di G otteniamo 1:

Vo (zyz~ 'y = 1), Va1, (z2y2r27171 = 1), Vr (z2 =1).

@ Indentita miste sono un modo di parlare della struttura di G.

Definizione (Identita mista)

Una parola con costanti w in r variabili &

w(Ty, ..., Tp) = ’an‘LEn;”Yn 135:8: 1; '7190;8))70

dove peri <mn, v; € G, €(i) € {—1,1}, e (i) € {1,...,7}.
Diciamo che w & una identita mista se Vz1 - - - Vo, w(zy, ..., 2,.) = 1.
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Identita miste

|dentita miste

Definizione (Identita mista)

Una parola con costanti w in r variabili &

w(zy, ... o) = %xf((zg%_legz:i; .. .713358370

dove peri <mn, v, € G, €(i) € {-1,1}, e 1(3) € {1,...,7}.
Diciamo che w & una identita mista se Vz1 - - - Vo, w(zy, ..., 2,) = 1.
Diciamo che w é singolare se “dimenticandoci le costanti” e

riducendo otteniamo 1:

y oy iy
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Identita miste

|dentita miste

Definizione (Identita mista)

Una parola con costanti w in r variabili &

w(zy, ... o) = %xf((zg%_legz:i; .. .713358370

dove peri <mn, v, € G, €(i) € {-1,1}, e 1(3) € {1,...,7}.
Diciamo che w & una identita mista se Vz1 - - - Vo, w(zy, ..., 2,) = 1.

Diciamo che w é singolare se “dimenticandoci le costanti” e

riducendo otteniamo 1:

Yy ayar oy y EE Ly syl e 1

le costanti
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Identita miste

|dentita miste

Definizione (Identita mista)

Una parola con costanti w in r variabili &

w(zy, ... o) = %xf((zg%_legz:i; .. .719058370

dove peri <mn, v, € G, €(i) € {-1,1}, e 1(3) € {1,...,7}.
Diciamo che w & una identita mista se Vz1 - - - Vo, w(zy, ..., 2,) = 1.

Diciamo che w é singolare se “dimenticandoci le costanti” e

riducendo otteniamo 1:

dimentica 1

y oy iy gz ly sy ly 1.

le costanti

@ Le parole singolari sono "vicine" all'identita.
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Gruppi oligomorfi

Gruppi oligomorfi

Definizione

Una struttura A (infinita ed enumerabile) é Ro-categorica se ogni
due modelli enumerabili della sua teoria sono isomorfi.
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Gruppi oligomorfi

Gruppi oligomorfi

Definizione

Una struttura A (infinita ed enumerabile) é Ro-categorica se ogni
due modelli enumerabili della sua teoria sono isomorfi.

Teorema (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius)

Le seguenti proprieta sono equivalenti:
® A é Ny-categorica;
* Aut(A) é oligomorfo:
per ognin € N, Aut(A) ~ A™ ha un numero di orbite finite
nella sua azione g - (a1,...,a,) — (g-a1,...,9-ay).
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Gruppi oligomorfi

Gruppi oligomorfi

Teorema (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius)
Le seguenti proprieta sono equivalenti:
® A é Ny-categorica;
® Aut(A) e oligomorfo:
per ognin € N, Aut(A) ~ A" ha un numero di orbite finite
nella sua azione g - (ay,...,ap) — (g-a1,...,g-ay).

Esempi (di gruppi oligomorfi)
e Sym(N) := Aut(N; =);
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Gruppi oligomorfi

Gruppi oligomorfi

Teorema (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius)

Le seguenti proprieta sono equivalenti:
® A é Ny-categorica;
® Aut(A) e oligomorfo:
per ognin € N, Aut(A) ~ A" ha un numero di orbite finite
nella sua azione g - (ay,...,ap) — (g-a1,...,g-ay).

Esempi (di gruppi oligomorfi)
e Sym(N) := Aut(N; =);
° Aut(Q; <);
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Gruppi oligomorfi
Gruppi oligomorfi

Teorema (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius)

Le seguenti proprieta sono equivalenti:
® A é Ny-categorica;
® Aut(A) e oligomorfo:
per ognin € N, Aut(A) ~ A" ha un numero di orbite finite
nella sua azione g - (ay,...,ap) — (g-a1,...,g-ay).

Esempi (di gruppi oligomorfi)
e Sym(N) := Aut(N; =);
° Aut(Q; <);
e GL(Xg,q) := Aut(IFij);
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Gruppi oligomorfi
Gruppi oligomorfi

Teorema (Engeler, Ryll-Nardzewski, Svenonius)

Le seguenti proprieta sono equivalenti:
® A é Ny-categorica;
® Aut(A) e oligomorfo:
per ognin € N, Aut(A) ~ A" ha un numero di orbite finite
nella sua azione g - (ay,...,ap) — (g-a1,...,g-ay).

Esempi (di gruppi oligomorfi)
Sym(N) := Aut(N; =);

Aut(Q; <);

GL(Xg, q) := Aut(IFij);

Aut(R) dove R é il grafo random.

Paolo Marimon Identita miste ed il Lemma di Neumann



Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;

@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
Un po’ di risultati per G oligomorfo:

e Macpherson 1986:* G non ha identita miste senza costanti;

*Melles e Shelah 1994 generalizzano per Aut(A) dove A é saturato.
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
Un po’ di risultati per G oligomorfo:
e Macpherson 1986:* G non ha identita miste senza costanti;

e Hull e Osin 2016; Bodirsky, Schneider e Thom 2025:
tutte le identita miste di Sym(N) sono singolari;

*Melles e Shelah 1994 generalizzano per Aut(A) dove A é saturato.
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
Un po’ di risultati per G oligomorfo:
e Macpherson 1986:* G non ha identita miste senza costanti;
e Hull e Osin 2016; Bodirsky, Schneider e Thom 2025:
tutte le identita miste di Sym(N) sono singolari;
e Bradford, Schneider e Thom 2023: tutte le identita miste di
GL(Xy, q) sono singolari;

*Melles e Shelah 1994 generalizzano per Aut(A) dove A é saturato.
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
Un po’ di risultati per G oligomorfo:
e Macpherson 1986:* G non ha identita miste senza costanti;
e Hull e Osin 2016; Bodirsky, Schneider e Thom 2025:
tutte le identita miste di Sym(N) sono singolari;
e Bradford, Schneider e Thom 2023: tutte le identita miste di
GL(Xy, q) sono singolari;

® Bodirsky, Schneider e Thom 2025; Ghadernezhad e De La Nuez Gonzalez 2024:
Aut(R) (dove R ¢ il grafo random) non ha identita miste.

*Melles e Shelah 1994 generalizzano per Aut(A) dove A é saturato.
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Gruppi oligomorfi
|dentita miste in gruppi oligomorfi

@ Le strutture Ng-categoriche hanno molte simmetrie;
@ Ci dovremmo aspettare poche identita miste!
Un po’ di risultati per G oligomorfo:
® Macpherson 1986: G non ha identita miste senza costanti;

e Hull e Osin 2016; Bodirsky, Schneider e Thom 2025:
tutte le identita miste di Sym(N) sono singolari;

e Bradford, Schneider e Thom 2023: tutte le identita miste di
GL(Xy, q) sono singolari;

® Bodirsky, Schneider e Thom 2025; Ghadernezhad e De La Nuez Gonzalez 2024:
Aut(R) (dove R ¢ il grafo random) non ha identita miste.

Congettura (Bodirsky, Schneider e Thom 2025)

Tutte le identitd miste di un gruppo oligomorfo sono singolari.*

*Sappiamo che Sym(N), Aut(Q; <) e GL(Ro, ¢) hanno identita miste singolari.
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Chiusura algebrica

Chiusura algebrica ed il Lemma di Neumann

Definizione (Chiusura algebrica)

G ~ Q (per Q infinito). B C  finito.
La chiusura algebrica di B, acl(B) & l'insieme di elementi di Q che
hanno orbita finita nell'azione di Gp (lo stabilizzatore di B).

G muove a

ad un numero infinito

1 \
acl(B) : E di punti
'Y V IO
G'B muove b e e @ , 0 © O e-----
ad un numero finitg | b b1 b2 , @ ap az ag
1
di punti \\\/1 K
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Chiusura algebrica

Chiusura algebrica ed il Lemma di Neumann

Definizione (Chiusura algebrica)

G ~ Q (per Q infinito). B C  finito.
La chiusura algebrica di B, acl(B) & l'insieme di elementi di Q che
hanno orbita finita nell'azione di Gp (lo stabilizzatore di B).

Esempi

e aclin GL(Ro,¢q) := Aut([F?O) é la chiusura lineare;
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Chiusura algebrica

Chiusura algebrica ed il Lemma di Neumann

Definizione (Chiusura algebrica)

G ~ Q (per Q infinito). B C  finito.
La chiusura algebrica di B, acl(B) & l'insieme di elementi di Q che
hanno orbita finita nell'azione di Gp (lo stabilizzatore di B).

Esempi
e aclin GL(Ro,¢q) := Aut([F?O) é la chiusura lineare;
e Sym(N) ~ N ed Aut(Q; <) ~ Q sono senza algebraicita:
acl(B) = B per ogni B ;
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Chiusura algebrica

Chiusura algebrica ed il Lemma di Neumann

Definizione (Chiusura algebrica)

G ~ Q (per Q infinito). B C  finito.
La chiusura algebrica di B, acl(B) & l'insieme di elementi di Q che
hanno orbita finita nell'azione di Gp (lo stabilizzatore di B).

Esempi
e aclin GL(Ro,¢q) := Aut(IFgo) é la chiusura lineare;
e Sym(N) ~ N ed Aut(Q; <) ~ Q sono senza algebraicita:
acl(B) = B per ogni B ;

e Per G ~ Q oligomorfo, acl é localmente finita:
per B finito, acl(B) é finita.
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Chiusura algebrica

Chiusura algebrica ed il Lemma di Neumann

Definizione (Chiusura algebrica)

G ~ Q (per Q infinito). B C  finito.
La chiusura algebrica di B, acl(B) & l'insieme di elementi di Q che
hanno orbita finita nell'azione di Gp (lo stabilizzatore di B).

Lemma (II. N. Neumann 1976)

G ~ Q (per Q infinito). A, B C Q finiti con AN acl() = 0.
Allora, esiste g € G tale che (g- A) N B = (.

@ |n un contesto infinito spesso abbiamo spazio per spostare insiemi finiti.
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Risultati

Risultati

Teorema (MP 2026)

Sia G ~ Q (Q infinito) senza algebraicita.
Allora ogni identita mista di G é singolare.
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Risultati

Risultati

Teorema (MP 2026)

Sia G ~ Q (Q infinito) senza algebraicita.
Allora ogni identita mista di G é singolare.
Esempi (G~ () senza algebraicita)

® vari gruppi oligomorfi: Sym(N), Aut(R), Aut(Q; <);

® gruppi di omeomorfismi di: 2% (spazio di Cantor), [0, 1]} (cubo di
Hilbert), varieta (manifold) di dimensione > 1.
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Risultati

L'ideaf
Dato g € G per ag € 2, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d},...,an,a,, an4+1) con

g-(a1,...,a,) = (d},...,a}).

tGuardiamo al caso in cui w ha una sola variabile.
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Risultati
.
L'idea
Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con
/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .
_ 1. =1 —1. -1
w(T) = Y1TY10T T V9T T VBTYTTYeTYT T VAT V3TYV2TV1TY0
g a3z Y2 @ g az M1 @ g a1 Y0 ao
aly

73| g ag ya abg™
a) ——o——o—9 as

1

! !
g ag v7 %7 g ar Y6 9 g
ay ¢——e——e—o—e—¥ as

8 - roo

g tag o a0t
ag aio
’ Y10

a1 g
ail

Y11
ai12
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Risultati
L'idea

Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con

/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .
Diamo un rank agli elementi a seconda della loro posizione.

Rank 4 + Rank3 1+ Rank2 i Rank1l i RankO
: | az Y2 @5 | az 187 | a1 Y0 ag
1 al, e
3
1 1 1
: V‘j | as M aj :
T————po——p a
: a4 1 1 P 5
1 (4
L ag vt @ | oar e ag | °
ag ¥ a6

/ 1
ag Y9 19
aio

1
1
|
1
1
Y10 :
1
1
1
1
1

ail

1
a2 !
1
1
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Risultati
L'idea

Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con

/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .
Vogliamo ¢ tale che insiemi di rank diversi siano indipendenti fra di loro!
i i i
! 1 / 1
a3 V2 92 4 a2 71 91 a1 o ao

/ 1
ag Y9 419

=2
=
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Risultati
L'idea

Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con

/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .
Non possiamo garantire che elementi dello stesso rank siano indipendenti!
i i i
1 li 1 i 1
a3 V2 92 4 a2 71 91 a1 o ao

/ 1
ag Y9 419

=2
=
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Risultati
L'idea
Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con
/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .

Usiamo il Lemma di Neumann per garantire queste condizioni di
indipendenza (guardando avanti!)

’ ail
ai2 !
1

1
1 1 ! 1 i 1
! a3z 72 @ az 71 %, a1 Y0 ao
1 al ¢
1 1 1 1
1 Y3 1 /! 1
1 a4 Y4 A5 1
1 as 1
1 1 1
1 7 5 1
, | ar Y6 Qg i !
ag ¢ ae !
8 1 1 1
8 / 1
v a9 Y9 @19 1
/
ag aio :
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
|
o
1
1
1
1
1
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Risultati
L'idea
Dato g € G per ag € €, le immagini di ag rispetto a sottoparole di w
formano una sequenza (ag,a1,d}, ..., an,a,, an4+1) con
/ /
g-(ar,...,an) = (ay,...,ay,) .

La prova procede per induzione:
la sfida maggiore & bilanciare |'ipotesi induttiva correttamente.

1
1 1 I 1 ; i 1 ~
! a3 2 @ a2 71 % , a1 Y0 ao
i a’y
1 1 1
1 Y3 1 / 1
1 , | aq Y4 G5
: ay \r—lﬁoﬂ—l—)l ; » a5
1 / 1 / 1 ’)’5
v ag y7 A7 ar Y6 %6
4 ¥ a6

/ 1
ag Y9 410

1
ai2 !
1

1
1
1
1
1
Y10 !
1
1
1
1
1
1
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Risultati

Grazie mille!

Recap:
e || Lemma di Neumann ci permette di distanziare insiemi
(quando questi non sono legati da elementi algebrici);

e Questo ci permette di dimostrare:
G ~ Q senza algebraicita = le identita miste di G sono singolari;

Lezioni di Neumann su gruppi di permutazione infiniti:

Consiglio anche il libro di Peter Cameron: “Oligomorphic Permutation Groups".
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Extra

Definizioni di base su gruppi

Definizione (Gruppo di permutazioni)

Dato un insieme €, possiamo guardare all'insieme Sym(€2) di tutte le
biezioni Q — Q (permutazioni).
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Extra

Definizioni di base su gruppi

Definizione (Gruppo di permutazioni)

Dato un insieme €, possiamo guardare all'insieme Sym(€2) di tutte le
biezioni @ — Q (permutazioni). Sym(£2) forma un gruppo:

® |a composizione é associativa:
per ogni g,h, k € Sym(Q), g- (h-k)=(g-h) - k;

e c'é un'identita 1: per ogni g € Sym(Q), g-1=9g=1-g;

® esistono gli inversi: per ogni g € Sym(Q) c’¢ g~ € Sym(Q)
tale che gg~ ! =1=g"1g.
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Extra

Definizioni di base su gruppi

Definizione (Gruppo di permutazioni)

Dato un insieme €, possiamo guardare all'insieme Sym(€2) di tutte le
biezioni @ — Q (permutazioni). Sym(£2) forma un gruppo:

® |a composizione é associativa:
per ogni g,h, k € Sym(Q), g- (h-k)=(g-h) - k;

e c'é un'identita 1: per ogni g € Sym(Q), g-1=9g=1-g;

® esistono gli inversi: per ogni g € Sym(Q) c’¢ g~ € Sym(Q)
tale che gg~ ! =1=g"1g.

Un gruppo di permutazioni G ~ 2 é un sottoinsieme di Sym(€2)
chiuso rispetto a composizione, inversi, e contenente |'identita.
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Extra

Definizioni di base su gruppi

Definizione (Gruppo di permutazioni)

Dato un insieme €, possiamo guardare all'insieme Sym(€2) di tutte le
biezioni @ — Q (permutazioni). Sym(£2) forma un gruppo:

® |a composizione é associativa:
per ogni g,h, k € Sym(Q), g- (h-k)=(g-h) - k;

e c'é un'identita 1: per ogni g € Sym(Q), g-1=9g=1-g;

® esistono gli inversi: per ogni g € Sym(Q) c’¢ g~ € Sym(Q)
tale che gg~ ! =1=g"1g.

Un gruppo di permutazioni G ~ 2 é un sottoinsieme di Sym(€2)
chiuso rispetto a composizione, inversi, e contenente |'identita.
Dati a € Q, I'orbita di a (rispetto a G) &

{be | c'e g e tale che g(a) = b}
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Definizioni di base su gruppi

Definizione (Gruppo di permutazioni)

Dato un insieme €, possiamo guardare all'insieme Sym(€2) di tutte le
biezioni @ — Q (permutazioni). Sym(£2) forma un gruppo:

® |a composizione é associativa:
per ogni g,h, k € Sym(Q), g- (h-k)=(g-h) - k;
e c'é un'identita 1: per ogni g € Sym(Q), g-1=9g=1-g;
® esistono gli inversi: per ogni g € Sym(Q) c’¢ g~ € Sym(Q)
tale che gg~ ! =1=g"1g.
Un gruppo di permutazioni G ~ 2 é un sottoinsieme di Sym(€2)
chiuso rispetto a composizione, inversi, e contenente |'identita.
Dati a € Q, I'orbita di a (rispetto a G) &
{be | c'e g e tale che g(a) = b}
Dato B C Q lo stabilizzatore di B, G g, sono gli elementi di G che
fissano B (punto per punto).
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Altri risultati

Nella parola

’u)(aj‘l, e ,.'L'r) = TnT (( ;fyn le((Z i)) ’ '71:17:((%))70 ’

~; € una costante critica se ¢ fra due variabili che si cancellerebbero
(ovvero, se 1(j — 1) = u(j) ed €(j — 1) = —€(y)).

Teorema (ess. de la Nuez Gonzalez, Ghadernezhad, Marimon e Pinsker 2026)

Sia G ~ Q (Q infinito) con chiusura algebrica localmente finita.
Allora ogni identita mista con una costante critica é singolare.
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Pensieri finali

¢ Dimostriamo anche che per w(z1,...,z,) non-singolare,

{(91,--,9,) € G" [wlgrs. ... 9r) # 1}
é molto grande (comagro);
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Pensieri finali

¢ Dimostriamo anche che per w(z1,...,z,) non-singolare,

{(91,--,9,) € G" [wlgrs. ... 9r) # 1}
é molto grande (comagro);

® (lavoro in corso): in generale, con 7 costanti critiche
abbiamo bisogno di un Lemma di Neumann “a dimensione n",
ottenendo nuove prove (cf. Bradford, Schneider e Thom 2023)
che in spazi vettoriali e proiettivi di dimensione infinita,
tutte le identita miste sono singolari.
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